SOMMES FRIABLES D'EXPONENTIELLES ET APPLICATIONS 



par 

Sary Drappeau 



Abstract. — An integer is said to be y-friable if its greatest prime factor is less than y. In this 
paper, we obtain estimates for exponential sums over y-friable numbers up to x which are non- 
trivial when y > exp{cVlog x log log x}. As a consequence, we obtain an asymptotic formula 
for the number of y-friable solutions to the equation a + b — c which is valid unconditionnally 
under the same assumption. We use a contour integration argument based on the saddle point 
method, as developped in the context of friable numbers by Hildebrand & Tenenbaum, and 
used by Lagarias, Soundararajan and Harper to study exponential and character sums over 
friable numbers. 
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1. Introduction 

Soit P(n) le plus grand facteur premier d'un entier n > 1, avec la convention -P(l) = 1. 
Un entier n > 1 est dit y-friable si P(n) < y. On note 

S{x,y) = {n < X \ P{n) < y} 

I'ensemble des entiers y-friables inferieurs ou egaux a x. Le cardinal ^{x,y) de cet ensemble 
a fait I'objet d'abondantes etudes, les techniques variant suivant le domaine en x et y auquel 
on s'interesse (c/. Particle de survol de Hildebrand et Tenenbaum [HT93 qui expose de fagon 
exhaustive les travaux anterieurs). Le probleme qui nous interesse est I'etude des sommes 
d'exponentielles tronquees sur les friables 

E{x,y]d) := ^ e(?7,'!9) 

n&S(x,y) 
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ou I'on note e(t) := e^*'^*. Le comportement de E{x,y;'d) difFere selon le degre de proximite 
de ■(? avec un rationnel de petit denominateur. Pour tout entier Q > 3 et tout reel ■!?, il existe 
au moins un rationnel a/q avec 

„ a 1 

{a,q) = l, q<Q, 



- qQ' 



On note Q) le plus petit des denominateurs q pour lesquels une fraction a/q verifie cela ; 
dans ce cas a = 0(^9, Q) est unique. Lorsque est irrationnel, on a 

lim q{i9, Q) = oo. 

Q— >oo 

Une question interessante est de determiner dans quel mesure la relation 
(1.1) E(x,y-^)=o[^(x,y)) 

est valable lorsque x el y tendent vers I'infini, avec irrationnel. Fouvry et Tenen- 
baum [FT9H theoreme 10] montrent que la relation p.ip a lieu pour tout 5 > et 
irrationnel fixes lorsque x et y tendent vers I'infini en verifiant 

^<5(loglogloga;)/logloga;' < y < ^.^ 

La Breteche |dlB98| corollaires 4 et 5] montre la validite de (|1.1|) pour tout irrationnel 
fixe lorsque x el y tendent vers I'infini en verifiant 

exp{c(logxloglogx)^/^} <y<x 

pour une certaine constante c > 0. L'argument presente ici permet d'etendre encore le 
domaine de validite de (|1.1|) . On definit le domaine 

(2?c) exp{c(log2;)^/^loglogx} <y<x 

Theoreme 1.1. — // existe une constante c > telle que la relation (jl.ip soit valable pour 
tout irrationnel fixe lorsque x et y tendent vers I'infini en restant dans le domaine Dc- 

Le Theoreme 11.11 decoule d'une estimation plus precise. On definit 

u := (log x)/ log 2/ 



a>.S):= Y, ""=11(1-*'"')"' (<T>0), 

P(n)<y p<y 

En remarquant que l[i ,^.](n) < [x/nY pour tout o" > 0, on obtient la majoration de Ran- 
kin [Ran38] . 

^(x,y) <x'^C(fT,y) (2<y<x,cT>0). 
Le membre de droite est minimal lorsque o" = q = q(x, y), la solution a 

^ logp 

^ — 1 

p<y 

Pour X el y suffisamment grands, on a < a < 1, et plus precisement lorsque 2 < y < x, 

.1 . N log(l +?//logx) f ^loglog(l + 7/) 
(1.2) a{x,y) = <l + 0' 



logy I V logy 

voir par exemple [HT86| theorem 2]. On a par ailleurs {of. |HT861 lemma 2]), 
(1.3) a = l + 0(log(n + l)/logy). 

La majoration de Rankin fournit en fait une majoration de bonne qualite de ^'(x, y) : elle n'est 
qu'a un facteur O(logx) de I'ordre de grandeur exact, obtenu par Hildebrand et Tenenbaum 
par la methode du col (c/. [HT861 theorems 1, 2], formule ()2.3p infra). Dans ce contexte, le 
reel a joue le role du point-selle. 
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De Bruijn |DB51| puis Saias |Sai89] ont obtenu une estimation de ^'(x, y) tres precise 
pour les grandes valeurs de y. On definit 



A{x,y) :-- 



A{x + 0,y) si X G N 

ou ti I— >■ p{u) est la fonction de Dickman, I'unique solution continue sur ]0, C!o[ de I'equation 
differentielle aux differences up'{u) + p{u — 1) = (u > 1) satisfaisant p{u) = 1 (n G [0, 1]). 
Pour tout e > 0, dans le domaine {Hf.) defini par 

{He) 3 < exp{(loglogx)^/^+^} < y < X 

on a 

(1.4) ^(x,y) =A(x,y){l + 0,(3;-i)} 
ou Ton a pose pour tout e > 0, 

(1.5) 3^,:=exp{(logy)3/5-^} 



\{t,y):=^^ + -^ / p'((logt)/logy-t;)d(Ly'^J/y-). 



On pose egalement, de meme que dans [dl BG12] . 

t log y J- 
On a I'egalite entre mesures 

(1.6) dK{t,y) = \{t,y)dt-td{{t}/t). 

Par ailleurs, la quantite A(t, y) — y{t/y}/{t\og y) est derivable par rapport a t pour tout t > y. 
On note X'{t,y) cette derivee. 

On reprend les notations de La Breteche et Granville |dlBG12] pour la region sans zero 
des fonctions L de Dirichlet, et du zero exceptionnel. II existe une constante 6 > telle que 
pour tout Q > 2 et T > 2, la fonction s i— ^ L{s, x) n'admette pas de zero dans la region 

(1.7) [s = a + ^reC\a>l-^-^^et\r\<T 

pour tons les caracteres x de modules q avec I < q < Q sauf eventuellement pour des 
caracteres tons associes a un meme caractere primitif xi de module note qi. Si ce caractere 
existe, il est quadratique et le zero exceptionnel, note /3, est unique, simple et reel ; si pour 
une meme valeur de Q et deux valeurs distinctes de T, un tel caractere existe, alors il s'agit 
du meme et on dira que ce caractere est Q-exceptionnel, tout en notant que pour des valeurs 
de T sufRsamment grandes en fonction de Q, un tel caractere n'existe pas. Le « caractere de 
module 1 » designe ici le caractere trivial, et la fonction L associee est la fonction s i— )■ C{s). 
On note Xr le caractere de module qir associe a xi, et on pose q i-)- ^{q) la fonction indicatrice 
des entiers multiples de qi si /3 existe, et la fonction nuUe sinon. On garde dans toute la suite 
la notation s = a + it. 

On designe par <i?o('^; s) la fonction definie pour o" > par 



(1.8) 



l'o(A,s) := [\{Xt)t'-^dt. 
Jo 



En developpant en serie entiere le terme e(At) on obtient ^o{X, s) = Z]n>o(2^^'^)"/(("'+'S)"'0) 
et cela permet de prolonger s i— t- <i>o(A,s) en une fonction meromorphe sur C, qui possede 
un pole simple en s = de residu 1, et lorsque A 7^ 0, un pole simple en s = — n pour tout 
entier n > 1, de residu (2z7rA)"'/n!. 

Enfin on note respectivement uj{n) et T(n) le nombre de facteurs premiers et le nombre 
de diviseurs d'un entier n > 1, et on pose 



C := exp i/logx, 

(1.9) Ti = Ti(x,y) := min{y,£}, = T2{x,y) := min{yl/'°sl°s'°s^£}. 
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Theoreme 1.2. — // existe des constantes ci et C2 positives et une fonction W{x,y;q,r]) 
telles que pour tout (x, y) dans le domaine 

(1.10) [logxY^ < y < exp{(loga;)/(loglogx)^}, 

pour tout 1? € R avec '& = a/q + rj oii {a,q) = 1, q < et |r/| < T!^^ /x on ait 

E{x,y;^) = - p''-^)<^o{vx,a)'^{x,y) + Hq)xi{a)W{x,y-,q,rj) 

(1.11) 

/ 2^(g)gi-«^(x,7/) (logg)^(log(2 + |t?|3;))3 ^{x,y) \ 
[ip{q)il + \r^\xr u + T^' ) 

ou xi Gst I'eventuel caractere T!^' -exceptionnel, et avec, dans le cas v{q) ^ 0, 

n ^'?^ W(r « 2-('iM^,{q/q,Y-^{x,y) 2-(^/'?^)^(gM)i-"^(x,y) 

(l.l^j W{x,y,q,r^)^ ^{q){l + \^\xrx^-P H{uY^ + ^{q)T^^ 

Si de plus on a {x,y) £ [He), q ^ ye \r]\ < y^/iqx) pour un certain e > 0, alors 

E{x, y; 1?) = V{x, y; q, r/) + u(q)xi{a)W{x, y; q, rf) 

(1.13) / 2"(g)^(x,j/) ^ ^{x,y)\ 



'C2 
2 



oil Von a pose 

(1.14) y, q, V) := E E y 

k\n 

Remarque. — Les conditions sur q et rj dans I'estimation p. lip sont moins restrictives que 
celles de (|1.13p . mais son terme d'erreur est moins bon. 

Les estimations du Theoreme 1 1 . 2 1 ne sont valables que lorsque ?9 est proche d'un rationnel 
a petit denominateur, ce qui correspond aux arcs majeurs dans la terminologie de la methode 
du cercle. Les valeurs complementaires de •& sont traitees a I'aide du resultat suivant, deduit 
de |dlB98l coroUaire 3]. 

Lemme A ( |dlB98j . coroUaire 3). — Lorsque les reels 'd,x,R verifient x,R > 2 et 
q{^, \x/R\) >R, on a 

E{x,y-'d) < x{\ogxf{l/R^'^ + l/C}. 

du Theoreme — Soient ci et C2 les constantes donnees par le Theoreme 11.21 et suppo- 
sons yi/logloglogx > gQ^^g Ti = Ts = C. On pose q = q{'&, \x/C^^]) et9 = a/q + r] 

avec rj < 1 / {q\ x / C'^'^~\) ; on a \r]\x < C'^'^. Lorsque y > exp{(logx)/(loglogx)^}, les re- 
sultats de La Breteche [dlB98, theoreme 2] s'appliquent, on suppose done sans perte de 
generalite que y < exp{(loga;)/(loglogx)^}. Lorsque q > C^^, d'apres le Lemme lAl on 
a E{x,y;i}) <^ x/C^''^ pour une constante C3 > 0. Pour exp{c\/loga;loglog2;} < y avec c 
suffisamment grande, cela est o{^{x,y)). Enfin, lorsque q < C^^, I'estimation (jl.lip est va- 
lable et tous les termes du membre de droite sont o(^'(x,y)) quand — >■ 00 et x — >■ cxd, en 
remarquant que ^Q{r]x,a) <^ 1. □ 

La demonstration que Ton propose du Theoreme 11.21 utilise une majoration du 
type H{u)~^ {log x) <C5 1 pour tout 6 > fixe, qui n'est pas valable lorsque y est trop 
proche de x. Ceci explique la borne superieure en y du domaine (|1.10|) . 

Le domaine en x et y dans lequel on pent majorer non trivialement E{x,y;i}) pour i} 
irrationnel a une influence directe sur le domaine de validite de certains resultats qui sont 
lies aux sommes d'exponentielles. On en cite deux ; le premier est une generalisation d'un 
theoreme de Daboussi ^Dab75j . 
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Theoreme 1.3. — II existe une constante c > telle que pour toute fonction Y : [2, cxd[— t- R 
croissante avec {Y(x),x) S "Dc, toute fonction / : N — >■ C multiplicative satisfaisant pour 
tous X et y avec Y{x) < y < x, 

E \f{n)\^ <Kf^ix,y) 

n&S{x,y) 

pour un certain reel Kf > dependant au plus de f , et tout t} irrationnel, lorsque x et y 
tendent vers I'infini avec Y{x) <y<x, on ait 

J2 f{n)e{n^) = o4Ky^^{x,y)). 

Cela est une extension de |dlBT05al theoreme 1.5]. Suivant Dupain, Hall et Tenen- 
baum |DHT82] . on pent se poser la question de savoir pour quelle classe de fonctions 
multiplicative / et quelles suites d'ensembles finis d'entiers (-EAr)Ar>i la relation 

Y: /(n)eM) = o( I/Wl) 

est valable pour tout irrationnel fixe lorsque — >■ oo. Le Theoreme 11.31 aborde le cas 
particulier En = S{N,yN) avec Y{N) <yN < N. 

La deuxieme application que Ton considere concerne le probleme du comptage des solutions 
friables a I'equation a + b = c. Posons 

(1.15) N{x, y) := card{(a, b, c) G S{x, yf\a + b = c}. 

Lagarias et Soundararajan etudient cette quantite dans [LS12] . Leur travail, precise par 
I'auteur |Dral2j , implique en particulier qu'en supposant I'hypothese de Riemann generalisee 
aux fonctions L de Dirichlet, on a 

(1.16) N{x,y)r^^^^ 

lorsque (log log x) j log y — ?■ 0. Dans [dlBG12] , La Breteche et Granville obtiennent in- 
conditionnellement, a partir des estimations de E(x,y;'d) demontrees dans ^dlB98j . que 
la relation (|1.16p est valable, pour tout e > fixe, lorsque x et y tendent vers I'infini 
avec exp{(log x)^/^"*"^} < y < x. Les estimations de E{x,y;'d) presentees ici permettent 
d'etendre le domaine de validite de cette estimation. 

Theoreme 1.4- — II existe c > tel que lorsque {x,y) £ Vc, on ait 

(1.17) iV(x,y) = ^^(l + 0^^°^(" + ^^ 



2x {_ \ logy 

Remarque. — Le terme d'erreur dans I'estimation p.l7p est attendu comme optimal. On 
pent, a la fagon de Saias |Sai89j . obtenir un developpement du membre de gauche selon les 
puissances de (logy)"-*^. 

Dans |dlBG12] . les auteurs etudient la densite sur les friables d'une suite generale satisfai- 
sant des hypotheses de crible. Cette application n'est pas developpee ici mais le Theoreme II. 2 1 
permet d'etendre leur resultat a tout (x, y) G Vc pour un certain c > 0. 



2. Estimation de E{x,y;'d) 

2.1. Methode du coL — Soit a etudier la fonction sommatoire sur les entiers friables 
d'une suite de nombres complexes de modules < 1 

n€S{x,y) 
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lorsque x ^ N, prolongee par A{x, y) := A{x — 0, y) + ax/2 lorsque x est un entier y-friable. 
La serie de Dirichlet associee 

(2.1) F{s,y):= ^ a^n"^ 

P(n)<y 

converge absolument lorsque o" > 0. En appliquant la formule de Perron, on ecrit 

Mx,y) = l^ F{s,y)x' — 

ou K > est fixe. La methode du col consiste a modifier le chemin d'integration pour faire en 
sorte que la contribution principale a I'integrale entiere vienne d'une petite partie du chemin 
d'integration, suffisamment petite pour pouvoir I'estimer par une formule de Taylor. Dans le 
cas Qn = 1, ou il s'agit essentiellement d'estimer ^{x,y), on integre sur la droite a = a. Le 
point a est le minimum de la fonction a i— t- x'^(^{a, y) et sa derivee seconde en ce point est 
non nuUe, le point r = est done un maximum local de la fonction r \x°'~^^'^C{a + it, y)\. 
On definit 

/ N v-^p"(logp)2 
(T2 = C72{x,y) :=^— — — 

p<y ^ ' 

qui est la valeur en a de la derivee seconde de la fonction s i— >■ log C(-s, y). Lorsque 2 < y < x, 
on a d'apres [HT86| theorem 2], 

(2.2) a2{x,y)=logx\ogy(l+^-^) {l + o(—^——+ ^ 



y J \ Vlog(l + 'u) logy 

Le resultat principal de ^HT86j est I'estimation, uniforme pour 2 < y < x, 

(2.3) = ^!£^|i + 0(1 + !^ 

a^/2^^a2 [ \u y 

Par rapport aux precedents resultats sur ^'(a;,y), cette estimation a I'avantage, au prix d'un 
terme principal moins explicite, d'etre valide sans aucune contrainte sur x et y. L'estima- 
tion ()2.2p implique en particulier que pour tout (x, y) avec 2 < y < x, on a 

(2.4) C{a,y)x'' {log x)^{x,y). 

Un autre interet de la methode du col est qu'elle permet une etude uniforme du rap- 
port ^{x/d,y)/^{x,y), ce qui est utile dans beaucoup d' applications. Cette question ainsi 
que d'autres problemes associes sont etudies en detail dans |dlBT05b] . 

Lemme B ( |dlBT05b] . theoreme 2.4). — II existe deux constantes positives bi et 62 et 
une fonction b = b{x, y; d) satisfaisant bi <b <b2 telles que pour log x < y < x et 1 < d < x 
on ait uniformement 

oil I' on a pose t = (log d)/ logy. 

Cela implique sous les memes hypotheses la majoration 

(2.5) 1'(x/(i,y)«^'(x,y)/d", 
celle-ci etant valable pour tout d > 1. 
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2.2. Somme sur les caracteres, formule de Perron. — Pour tout caractere de Diri- 
chlet X de module g, on definit la somme de Gauss r(x) := Sb(mod q) x{b)e{b/q). On a pour 
tous X et y avec x > y > 2, G R et (a, g) G Z x N avec •& = a/q + r], 



(2.6) 



-pr^ Xia^ix) e{mdri)x{m). 

d\q J ;^(mod q/d) m£S{x/d,y) 



P(d)<y 

Une fagon d'etudier E{x^ y; t?) est done d'obtenir des estimations uniformes de la somme 
(2.7) '^o{z,y;x,l) ■= Y e(n7)x(n). 

neS{z,y) 

On rappelle que <i>o(A,s) et F{s,y) sont definis respectivement en (|1.8p et (|2.ip . 

Lemme 2.1. — Soit (an)n>i une suite de nombres complexes telle que I'abscisse de conver- 
gence absolue de la serie J2p{n)<y ^n^'^ soit strictement inferieure d 1/2. Lorsque x,y>2, 
7/ G R, T > 2, K G [1/2,1], c g]0, 1/2] et M > 0, et lorsque les inegalites suivantes sont 
satisfaites : 

Y \an\n-'' <MCiK,y) et Y K] < M^j{x,y)/T'', 

P{n)<y P(n)<y 

\n-x\<x/VT 

on a uniformement 

1 l-K+iT 

Y ane{nT]) = — F{s,y)x''^o{rix, s)ds 



(2i 



n£S{x,y) 



+ 0( M(logr)(l + \rix\ 



x'^C{K,y) 



Remarque. — En particulier, si Ton suppose que la suite (a„) est bornee, un theoreme de 
Hildebrand sur le nombre des friables dans les petits intervalles [Hi l85| theorem 4] ainsi que 
la majoration (|2.5|) assurent que les hypotheses sur (an)„>i sont satisfaites pour M absolu 
et c = a{x,y)/2. Lorsque (logx)^ <y<x pour un certain K > 1 fixe, on a a{x,y) 1- 

Le Lemme [2.11 decoule du lemme suivant, qui est une generalisation d'un lemme classique 
de Perron (c/. [Ten08, lemme II.2.2]). 

Lemme 2.2. — Pour tous reels x, k, T et X avec x > 0, k G [1/2, 1] etT > 2, on a 



1 



l[i,oo[(a;)e(A/x) - — / x"$o(A,s)ds 



K+lT 



(iogr)(i + |A|K 



i + r| iogx| 

On enonce pour cela un lemme qui fournit des informations sur la taille de ^>o. 

Lemme 2.3. — Pour tous s G C et A G R avec a > 1/2, on a 

, . ri 1 |s|log(2 + |A|) l + |A|/a 
c^o(A,.)«mm|-, |^+ " ^ 

Demonstration. — On a trivialement ^>o(A,s) <C 1/cr. On a d'une part lorsque |A| > 1, 



e{Xt)t'-^dt 



e(At)-l ^,_i 
2mA 



is -I) 



ie(At)-l^,_2, 



1 



2^.A -' ^ ^'«\X\^ 



|g|log(2 + |A|) 
a|A|- 



en separant I'integrale selon la position de t par rapport a 1/|A|, et d'autre part, pour tout A, 



[\{Xt)t'-^dt 
Jo 



e{Xt)- 
s 



s Jo 



^ {2iTrX)e{Xt)t'dt <. ^-^^j^. 



Le resultat suit en notant que |s| log(2 + [AD/IAI'^ ^> 1 pour |A| < 1. 



□ 
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du lemme [K^ — Le cas A = etant demontre dans |Ten08| lemme II. 2. 2], on suppose A 7^ 

0. On rappelle que la fonction s 1— s- $0(^1 s) est prolongeable en une fonction meromorphe 
sur C ayant pour tout n > un pole simple en s = — n, de residu (2i7rA)"/n!. On suppose x < 

1. Pour tout reel /c > 0, en integrant sur le rectangle de cotes 

K + /c lb iT, KziziT 
on obtient grace aux majorations du Lemme [ 



, , r+*^ (l + |A|)a;'^(l-x'=) r(l + |A|)x'^+'= (l + |A|)x'^ 

en faisant tendre k vers I'infini. 

Pour X > 1, d'apres la definition de $o(-^) s), on a 

I:=— x'M\s)ds = / / {txy^dT)e{Xty—^dt 

2i-K Jn-iT 2tt Jo \J-T J t 

= i r'°'''^e(Ae-/Vx)e-/^d^ 
vr J^oo w 

ayant pose xt = e"'/^. Une integration par parties permet d'ecrire I = Ii + 12 — I3 avec 
h .= - r'°'^i^^e(Ae-/^/x)e-/^d.., 

h := ^»g-) e(AK, 
vri iogx 

/3:=i r'^'^i^^f^e-/^ + ^)e(Ae-/Vx)e-/^d^. 
vr 



1-cosu; /2zvrA^^/^ ^ k\ ,(;^,WT/^)e-/^dx 

Des estimations elementaires fournissent 

11 = e(A/x)-^r l^^d^ 

+ i fe(Ae-/^/^)e-/^ - e(A/x)) d^ 

r(iogx)x'" 

12 ^ 



1 + (riogx)2' 

^^logT/ |A|\ (logT)(l + |A|K X 

-^3 < 1 + + 7^. l[i,oo[U logs . 

TV X J riogx ^ ^ 

Ainsi, lorsque x > 1, on a 

(logT)(l + |A|)x'^ 



(2.10) 

et lorsque x = 1, on a 



K+iT 

e(A/x) - / x''l>o(A, s)ds 

K-iT 



o 



Tlogx 

(2.11) p4„,.,,)d»<<i + (!5iIKl±M<<i + |A|. 



Lorsque T\ logx| > 1 I'estimation voulue decoule de et (ICTH) . Si e"^/^ < x < e^/^ 
on a 

— / x^l>o(A, s)ds = — / l>o(A, K + fr)dT + — / (x^- - l)4.o(A, k + ir)dr 

< (l + |A|)x^ 
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l[i,oo[(2;)e(A/x) 



x''$o(A, s)ds 



< (l + |A|)x" 



grace a la majoration (j2.1ip et au Lemme [2.3l Cela implique 

2i7r Jk-iT 

ce qui fournit I'estimation voulue pour T\ \ogx\ < 1. 

Remarque. — Un traitement plus fin de Ii permet d'obtenir dans le cas x = 1, 



□ 



e(A) 



]^ i-K+iT 



(iogr)(i + |A|) 



mais cela ne sera pas utilise ici. 



du lemme [Ql — Une application du Lemme [2 . 2 1 avec x remplace par x/net A par rjx permet 
d'ecrire sous les hypotheses de I'enonce, 



F{s, y)x'^^o{r]x, s)ds 



+ 0|(logr)(l + |r?x|)x'' J] 

De meme que dans |FT9H preuve du theoreme 4] , on separe la somme dans le terme d'erreur 
selon la taille de | log(n/x)|. Les entiers n g]x — x/\/^,x + x/VT[ contribuent d'une quantite 

< (logT)(l + |r/x|) 



E I 

P(n)<y 
x-x/VT<n<x+x/VT 



qui est de I'ordre du terme d'erreur annonce grace aux hypotheses sur (a„) ainsi que la 
majoration ^{x,y) < x'^C,{K,y). La contribution des entiers n 0]x — x/^/T,x + x/^/T[ est 



«(logT)(l + |7?x|)^ Y Wn\n-^ 

P{n)<y 

qui est a nouveau de I'ordre du terme d'erreur annonce. 



□ 



On montre enfin le resultat suivant, qui assure que dans le cadre des Propositions 12.31 
et 12.51 infra, les hypotheses du Lemme [2.1l sont verifiees avec k = a. 

Lemme 2.4- — Soient q > 1 un entier et qi un diviseur de q. Soit xi un caractere primitif 
modulo qi et pour tout r > 1, Xr caractere modulo qir associe a xi- On note ri := q/qi et 
on pose pour tout n > 1, 

Oin ■ — / ■ \ 

Alors lorsque k G [1/2, 1], 2 < y < x et 2 <T < x, on a uniformement 



P{n)<y 



2^{i?/9l) 



Ql ( Q_ 



E 

Pin)<y 
\n-x\<x/VT 



2^(9/91)^ / g ^{x,y) 



j'a/2 ■ 
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Demonstration. — On a, en ecrivant (n,ri) = ri/d et n = mri/d, 



{ii,gi)=l (m,ijiii)=l 



c(K,y)n(i-p''') n (i+TTi^) 



Par ailleurs, avec les memes notations, on a 

E = 4^ E 4# E 1 

|n— a;|<a;/\/T (f^i<?i)=l |mri 

(m,gid)=l 

E ^(^M(l + l/Vr)/ri,y)-vI/(xd(l-l/^)/ri,y) 

(d,gi)=l 
(d,gi)=l 

d'apres |Hil851 theorem 4]. La majoration (|2.5p a lieu avec d remplace par \fTr\ld et ainsi 



|--l|<l/Vr id,qi) = i 



qui est bien la majoration voulue. □ 

2.3. Estimation de L{s, x] u) dans la bande critique. — Une application du LemmeEH] 
fournit lorsque z N 

(2.12) ^'o(^, y; X, 7) = 7T— / L{s, x; y)z'^o{7x, s)ds 

ou I'integrale converge en valeur principale. Le lemme suivant, repris pour I'essentiel 
de |iHarl2bt Lemma 1], fournit un controle sur les variations de L{s,x',y)- La qualite de 
cette estimation est etroitement liee a notre connaissance d'une region sans zero pour L{s, x)- 
Dans cette section et les suivantes, ci et C2 designent toujours des constantes absolues 
positives, ci etant choisie typiquement grande et C2 typiquement petite. 

Lemme 2.5. — II existe des constantes ci,C2 > telles que lorsque x ^st un caractere 
primitif de module q > 1, e g]0, 1/2], H > A et lorsque la fonction L{s,x) n'a pas de zero 
dans la region 

(2.13) {s G C I G]0, e] U [1 - e, 1], r G [-H, H]}, 
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alors pour tout y > [qHY^ et tout s £ C avec a G [0, 1[ et |r| < H/2, on ait 

^ A(n)x(n) ^/y^"'""^^^ y^-^log^iqyH) , , l\ 

(2.14) T.^H?^-0i^j-^ + ' ' +logfag) + - . 

n<y \ ^ ' / 

Si X est reel et que L{s, x) o, dans la region ()2.13p un unique zero /3 et que celui-ci est reel, 
alors 

(2.15) E f + ^1 + n ^ ^ + '^^ + - • 

' 13 -s \ l-a {l-a)H ej 

Enfin, si la fonction n'a pas de zero dans la region (|2.13p , alors 

(2.16) E^ = ^1 + ^ n + n ^ +logg + - , 

1-s \ l-a {l-o)H eJ 

Demonstration. — L'estimation ()2.14p decoule d'un cas particulier de [Harl2bl Lemma 1]. 
L 'estimation ()2.16p est a rapprocher de [HT861 Lemma 8]. Les cas complementaires n'ap- 
portent pas de difficulte essentielle. Par souci de completude on en reprend ici la demonstra- 
tion, qui suit celle de Harper |Harl2bl Lemma 1]. Afin d'unifier les calculs dans les differents 
cas, on se donne x un caractere primitif de module q > 1 qui peut etre le caractere trivial, 
et suivant les cas : 

— lorsque x = li on note 9{x) ■= ~1 et f3^ := 1, 

— sinon, si L(s, x) ne s'annule pas dans la region (|2.13p . on pose 6{x) ■= 0, 

— enfin, si x est reel et que L(s, x) s'annule une seule fois dans la region (|2.13p en s = /3, 
on pose 6{x) ■= 1 et := /3. 

La quantite f3y. n'interviendra pas dans les calculs lorsque 9{x) = 0. On note 

Ss{y) := E A(n)x(n)n-^ 

n<y 

La majoration triviale Ss{y) <C y^^'^/{l — a) montre que Ton peut supposer e > 1/logy. 
D'autre part, sans perte de generalite on suppose que s n'est pas un zero de L{s,x) et est 
different de 0. 

On note F{s,x) '■= L{s,x)is — l3x)^^^^^ et on rappelle les faits suivants, enonces 
dans [DM00, chapitres 15 et 16] : 

— F est une fonction entiere de s dont les seuls zeros sont d'une part les zeros triviaux, qui 
sont des entiers negatifs ou nuls, et les zeros non triviaux, de parties reelles dans [0, 1], 

— le nombre de zeros p = (3 + i^ de F avec /3 G [0, 1] et I7I < T vaut 

-log (f.)-Z + 0{logiqT)), 

Enfin, si x est non trivial et x(~l) = 1) on pose a{x) = 1, et a{x) = dans tous les 
autres cas. Ainsi, a(x) = 1 si et seulement si L(0, x) = 0- Une formule de Perron [Ten08| 
CoroUaire II. 2. 4] ainsi que des estimations classiques concernant la densite verticale des zeros 
de L{s,x) (voir par exemple [DMOOl chapitres 17 et 19]) fournissent 

(2.17) \3m{p)~T\<H/2 

,,1-<T1 



H J 

ou p dans la premiere somme designe un zero non trivial de F{s, x)- 
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On suppose dans un premier temps I — a < e/2. Alors 

F' 



(2.18) Ss{y)+9ix) 



1 ^ /-<^ 



+ 



F 



yl--log2(gy/7) 



+ 1 + 



On a 



(s,x) < 



F^ 

'f 



+ e max 

CT<K<l+e 



F 



j (K + ir,x) 



En derivant une formule explicite pour L' /L{s^x) (voir par exemple |DMOO| chapitre 12, 
formule (17)]), on obtient 



(2.19) 



F 



{K + iT,x) = - ^ 



1 



E 



1 



(n + iT-pY (k + ir + m)2 

L{m,x)=0 

ou, dans la premiere somme, p designe un zero non trivial de L{s, x), sauf eventuellement P-^. 
On a K ^ 1, la seconde somme est done 0(1). Dans la premiere somme sur p = /3 + ij, 

— la contribution de ceux verifiant I7I > if est 



h\>H 



1 ^logiqH) 



H 



grace par exemple a |DMOO| formules (1) des chapitre 15 et 16], 

la contribution de ceux verifiant I7I < et |r — 7I > 1 est 0(log{qH)) grace a jDMOO| 

formules (3) des chapitres 15 et 16], 

la contribution de ceux verifiant |t — 7I < 1 est 



|7-r|<l 



~ e \ y l + e + iT- p) 



|7-t|<1 

en suivant les memes calculs que Harper |Harl2a| demonstration du lemma 3] et en 
notant que dans le cas 9{x) 7^ 0, on a 1/(1 + e + ir — <C 1/e. 

On obtient done F' /F(s, x) ^ + ^og{qH). II reste a majorer la somme sur p du membre 
de droite de (|2.18|) . On utilise pour cela la majoration suivante, qui decoule de [Hux74| 
formule (1.1)] et |Jut77[ formule (1.8)], 

(2.20) card{p = /3 + i7G C I n 11 L{p,x') = 0, P > 1 - 6,\j\ < h} [qHr^^ 

r<q x'{mod r) 

pour une certaine constante C3 > 0, uniformement pour 6 E [0, 1/2]. On a ainsi 

,1— cr— fee 



E 

=/3+i 



« E T , 

1+7--^ 

fi<l/2h\<H 



' E E 



y 



k=l p=j3+i'y 

fce<l-/3<(fc+l)£ 



«yi/2-^log2(gii) + 



y 



1 — (T— C2£ 



1-0- 



pour une certaine constante C2 > 0, quitte a supposer ci > C3. Cela fournit la majoration 
annoncee dans le cas 1 — o" < e/2. 

Dans le cas 1 — a > e/2, on a par une integration par parties 

(2.21) Ss{y) = SsiVy) + s^r{y)y~'' - s,riVy)y"'^^ + ^ T Sirit)t---'dt. 
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Soit t S [^/y,y] ; on a t > {qHY^/'^. II est necessaire de distinguer le cas 0{x} = 1 car 
alors F{1 — /3^, x) = 0. On note done 

Ji sie{x) = i 

ID smon. 

On suppose egalement sans perte de generalite que r 7^ 0. II decoule de la formule ()2.17p 
avec s et y remplaces respectivement par ir et t que 

tl^x-i-r - 1 
S^r{t) + e{x)- 



IT 



(2.22) 



« E 



\l\<H 



+ 



a(x)- 



F' t^-^x- 
y(-,x)-l.=iY3^ 



IT 



+ 1 + 



tlog^{qtH) 



H 



ou dans la somme sur p la condition p ^ 1— /^x n'est a prendre en compte que lorsque 9{x) = 1- 
D'apres |MV06I formules (10.27), (12.9) et Theorem 11.4], on a 

^-ir pi ^l-Px-ir 

a{x)- ^{i'r,x) - le=i- 



IT 



F 



< 



L' , . 19=1 
T^^-^"'^^- l-zr-/3, 



+ 



IT 



l-iT - 



+ 



IT 



OilogiqH)) 



<C logiqyH) + Vilogt. 



Enfin, pour tout p = f3+i^ zero non trivial de F{s, x), sauf eventuellement l — j3^, on a /3 > e, 
ainsi 

Ll/(2e)J 



E 



« E 



+ 



E 



\p-iT\ '. e + |7-r| ' I + I7-TI 

|7|</f \^\<H 
/3<l/4 l/4</3<l/2 

« ^iog2(gF) + 1 ( M)!!y « 



+ E E 



k=l 



\l\<H 
ke<l~l3<{k+l)e 



en supposant ci > 2c3 et quitte a reduire la valeur de C2, et ou Ton a de nouveau utilise des 
resultats classiques sur la densite des zeros de L(s,x) |DMOO| formules (1) des chapitres 15 
et 16]. On a done 



S^r{t)+e{x) 



1 



<. t 



l-C2e 



IT 



\og{qyH) + 



tlog\qyH) 
H 



et ainsi, en reportant dans ()2.2ip . 



Ss{y) + 0U) 



{fix-s)l2 _ ^^ 



Px 



+ 



y 



(l-<7)/2 



1-0- 



+ 



y"-"""'' ^ -a/2, t ^.y^-^'WiqyH) 
+ y I logiqyH) + 



1 — a — C2e ' ~ ' ' (\ — a)B. 

Dans le membre de droite, le premier terme est domine par le deuxieme. En utilisant I'in- 
egalite 1 — cr>e/2eten observant que y^^~°"^/^/(l — o") ^ logy, on obtient la maj oration 
annoncee. □ 

Remarque. — Ainsi qu'il est observe dans la remarque qui suit le lemme 2 de |Harl2bj . 
dans la demonstration qui precede, la majoration ()2.20p en conjonction avec I'hypothese y > 
{qHy^, remplace avantageusement les resultats classiques sur la densite verticale des zeros 
des fonctions L [DM00' chapitres 17 et 19]. L'utilisation de ceux-ci induirait un facteur 
supplementaire \og^ (qyH) dans le premier terme d'erreur de chacune des estimations (|2.14p . 
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(j2.15p et (j2.16p et rendrait celles-ci triviales lorsque e = 0((log log gyi/)/ logy). Des valeurs 
permises pour e dependent le choix des parametres e et T dans les Propositions 12 . 1 i 12 . 31 et [231 
infra, qui influent sur le domaine de validite en Q ainsi que la qualite des termes d'erreur. 

Lemme 2. 6. — II existe des constantes ci , C2 > positives, C2 pouvant etre fixee arbitraire- 
ment petite, telles que pour tous reels x, y, T superieurs d 4, e > et tout entier q > 2, sous 
les conditions : 

- (log xY'^ <y<x, 

- elogy > l/c2, 

- T> y'=i^(logx)2, 

et pour tout caractere x de module q tel que la fonction L{s, x) ne s'annule pas pour a > 1 — e 
et \t\ < 2T, la majoration 

L{a + iT,X;y) ^ ^{a'~a)/2 

L{a' + iT, x; y) 

soit valable lorsque {a, a' , |t|) S [a — C2e, a]^ x [0, T] et a < a' . 

En particulier, cette majoration est valable avec e = b/ log QT pour tout Q > 2 veri- 
fiant QT < y^'^ , lorsque x est un caractere de module q < Q qui n'est pas Q-exceptionnel. 
De plus, elle est egalement valable lorsque x est Q-exceptionnel et I'une des deux conditions 
suivantes est verifiee : 

\t\ > max{l, /~'^} ou (5<l- ^/ log QT. 

D 'autre part, sous les conditions : 

- {\ogxY^ <y<x, 

_ yCi(logr)-2/3(loglogT)-l/3^j^g^^2 <T Ky" 

la majoration 



,,C2 



C{a + iT,y) 

est valable lorsque (cr, |r|) G [a - C2{logT)-^/^{loglogT)~^/^ , a] x [y^-"',T]. 

Demonstration. — Afin d'unifier les calculs dans les differents cas, on se donne un carac- 
tere Xi qui est soit non principal et de module q >2, soit le caractere trivial auquel cas I'on 
pose q := 1, et on note suivant les cas : 

- si X = 1, on pose := 1, a' = a et e = 6(logr)^^/^(loglogT)^^/'^, 

— si X est un caractere Q-exceptionnel, on pose (3^ := /3 et e = b / log QT. 

Ainsi L(s,x) est une fonction qui n'a pas de zero ni de pole pour a > 1 — e et |t| < 2T, 
sauf eventuellement en s = /3-^. Dans le cas x = 1; ceci decoule de la region sans zero 
de Vinogradov-Korobov |MV06| formule (6.24)] quitte a reduire la valeur de b. Quitte a 
choisir ci suffisamment grande et C2 suffisamment petite ona(T'>o">l/2. On note x* le 
caractere primitif associe a x et g* son module; on a pour tout s G C, 

Lis, x; y) = - x*ip)p~")L{s, x*;y)- 

p\q 

Lorsque g = 1 et x = le produit sur p est vide, et dans les autres cas, sa derivee logarith- 
done dans tous les cas 

Lia + iT,x;y) [ r' L' , 

L{a' + iT,x;y) 
avec, pour tout k G [ct, a']. 



mique par rapport a s est <C J2p\qO'Ogp)/{l —p ^'^('*)) <c logg lorsque 9^e(s) > 1/2. On a 



exp|-y —{K + iT,x*;y)dK + 0{l) 



L' , . * ^ A(n)x*(n) ^ A(n)x*(n) , ^^^^ 

--{k + it,x ;y)= 2^ -^^i^Tl^ = 1^ + 0(1) 

P{n)<y n<y 
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Le Lemme 123] s 'applique avec H = 2T. Lorsque x est non exceptionnel, le Lemme [2 . 5 1 four nit 

^ Ain)x*(n) yl-'^-cse yl-«log2(gyT) , 



n<y 



n 



y 



1 - K 

1 — Q— C3£/2 



1 — a 



+ log(gT) 



pour une certaine constante C3 > 0, quitte a supposer ci suffisamment grande et C2 suffisam- 
ment petite. Si x est exceptionnel ou x = 1) on a 



Mn)x*{n) yi-"-c3e/2 



ri<y 



n 



1 — Q 



fiy — K — IT 



Lorsque |r| > y^^~" , le dernier terme du membre de droite est borne, tandis que lorsque x 
est Q-exceptionnel et /3 < 1 - ^/c^/logQT, ce terme est 0(y^~'^~v^^/^/(l - k)). 
Ainsi dans tous les cas, quitte a reduire la valeur de C2, on a 

V- A(n)x*(n) yi-<^-V^e/b 
E l^r « + l°g(Q^) 



n<y 



n 



1 — a 



•(e-v^^i°g?^/'' + i^|g:))logx six/1 

|^g-C-l/«(logy)l/3/(loglogj;)l/3 ^ logCQT) ^ j^g^ si X = 1 



grace a |Ten08l formule (in.5.74)]. Quitte a supposer ci suffisamment grande et C2 suffisam- 
ment petite, on en deduit 



E 



A(n)x*(n) 



n 



K+IT 



P{n)<y 

done L(f7 + ir, x; y)/L{cj' + ir, x; y) = 0(x(-'— 



□ 



Le lemme suivant traite de la situation ou le zero exceptionnel existe. La demonstration 
est analogue a celle de |Ten901 lemme 1] . 

Lemme 2.7. — // existe des constantes ci,C2 strictement positives telles que pour tous 
reels Q,T superieurs d 2 et x et y assez grands avec : 

- (logj;)'^^ <y<x, 

- QT < yC2/(loglogloga;)^ 

- T > y'=i/l°g(W(logx)2, 

si le zero exceptionnel {3 existe et verifie 1— /3 < ^/c^/ log QT, alors pour tout r avec |r| < T/2 
on ait 

L{a + iT + p- 1, xi;y)<. C(a, y)H{uy\ 

Demonstration. — Quitte a choisir ci suffisamment grande, on suppose a > 2/3. Alors on a 

l-p-» 



L{a + iT + (3 - l,xi;2/) = C(a,y)exp < E I Y 



p<y 



xi{p)p 



1— fS—a—ir 



C(a, y) exp <^ - 2^ — + 0(1) 



p<y 



le logarithme etant pris en determination principale. 

1 - Xi(p)p^"^cos(rlogp) ^ 1 A(n)(l - x i(?^)^^~^ cos(t log n)) 

2^ ~ ^ logy ^ 



p<y 



n<y 
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Le Lemme 12.51 applique avec e = h/ log QT, H = 2T et s £ {a, a + (3 — 1} fournit pour une 
certaine constante C3 > 

Quitte a choisir ci suffisament grande, dans les termes d'erreur, le deuxieme terme est domine 
par le premier. On a 

^He <^ + } » ^ 



1 — Q 1 — a — IT \ (log(u + 1))2 

grace aux calculs de Hildebrand et Tenenbaum |HT86| Lemma 8]. D'autre part, quitte 
a supposer C2 suffisament petite, on a 1 — /3 < css/l, or y~^ae/2 ^ (log log x)"'^^*/^^'^^) 
et log(QT') <^ log2;/(nlogloglogx), ainsi pour un certain 5 > et x et y assez grands, 
quitte a choisir C2 suffisamment petite on obtient 

L{a + iT + /3- l,xi;y) < C(a,y)exp \ -6- — ^ „ \ 

L (log(ti + 1))^ J 

qui est la majoration annoncee. □ 

2.4. Caracteres non principaux, non exceptionnels. — On s'interesse au cas des 
caracteres non principaux et non associes a I'eventuel caractere exceptionnel xi- Soit x un 
tel caractere, de module q. On rappelle que ^qC-ZjI/SXiT) est la fonction definie par (|2.7p . 

Proposition 2.1. — II existe des constantes ci et C2 strictement positives telles que pour 
tous reels x, y, 7, e et T avec 4 < T < y^'^ et e > 0, lorsque q et un entier avec 2 < q < y'-^^ 
et X un caractere de module q, non principal et tel que la fonction L{s,x) ne s'annule pas 
dans la region 

{s G C I 0- > 1 - e, |t| < T} 
et lorsque 2 < (logxY^ ^ x, et z £ [x'^^^,x] on ait 



^oiz, y; X, 7) « ^"C(a, y)(l + ItI^) ((logT)^-'^^^ + T" 



C2^ 



En particulier, pour tout Q avec 2 < Q < y^'^ , ceci est valable pour touts les caracteres de 
module inferieurs a Q qui sont non principaux et non Q- exceptionnels, avec e = b/ log QT. De 
plus la meme majoration est valable lorsque x s-st Q- exceptionnel mais /3 < 1 — y^/logQT. 

Remarque. — Lorsque r/ = 0, ce resultat est un cas particulier de |Harl2bl theorem 3] . 

Demonstration. — La condition sur (x, y) assure que les hypotheses du Lemme 12.11 sont 
verifiees pour la suite an = e{n'^)x{n) avec M absolu. On a de plus a > 1/2 quitte a 
supposer ci assez grande. Le choix n = a{x, y) fournit pour une certaine constante C3 > 

^o(^, y; X, 7) = 7T- / L{s, x; y)^^^o(7^, s)ds + 0(z°C(a, y)(i + \i\z)T-'^). 

On modifie le contour pour integrer sur la ligne brisee passant par les points 

a — iT, a — c^e — iT, a — c^e + iT, a + iT 

ou C4 est une constante absolue choisie plus petite que la constante C2 du Lemme 12.61 Soit 
Ii la contribution des deux segments horizontaux et I2 la contribution du segment vertical. 
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Les Lemmes 12.31 et [XU] s'appliquent ici dans tous les cas envisages dans I'enonce. On a ainsi 



— K 



T 



h «^"C(a,y)(i + l7l^)(iogr)(^^^ 



« z"C(a, y)(i + l7l^)(iogr)x- 

On obtient la majoration annoncee en regroupant ces deux estimations. □ 

Dans la somme du membre de droite de (|2.6p . la contribution des caracteres principaux 
s'ecrit, apres interversion des sommes, 

V{x,y]q,'q) := ^ ^(g/fa^)) ^^ 

et celle, lorsque v{q) = 1, des caracteres associes a xi s'ecrit 2/; ??) ou 

W{x,y\q,ini) := —— — \^ e r/ Xr(?7i)- 



On rappelle que T\ est defini en 

Proposition 2.2. — II existe deux constantes positives ci et C2 telles que pour tous reels x, 
y et i!} et tous entiers q,Q > 1, lorsque {logxY^ < y < exp{logj;/(loglogx)^}, q < y^'^ , 
Q < et 'd = a/q + Tj avec (a, q) = 1, on ait 

E{x,y;^) = V{x,y;q,r]) +iy{q)xi{a)W{x,y;q,ri) 

+ O {^{x, y){l + \r]\x) + C'^^ + Q-^^)) 

ou xi designe le caractere primitif Q-exceptionnel. 

Demonstration. — La preuve que Ton propose ici reprend la structure des calculs de la 
section 3.3 de |Harl2b] . Les caracteres de modules inferieurs a Q sont traites grace a la 
Proposition 12.11 Pour les caracteres de modules superieurs, lorsque la fonction L a ses zeros 
de petite partie reelle, la Proposition 12.11 permet encore de conclure. Cela ne concerne pas 
tous les caracteres de modules superieurs a Q, mais la majoration de Huxley et Jutila (j2.2Up 
permet de dire que les caracteres restants sont en proportion suffisament peu nombreux pour 
que leur contribution, meme majoree trivialement, soit bien controlee. 

Soient c'l et c'2 les constantes de la Proposition 12. 1[ On suppose ci > c'^ et C2 > C2. II s'agit 
de majorer 

(2.24) E' x{a)r{x)M^/d,y;x,Vd) 

d\q ''x(mod q/d) 

OU la somme Y^' porte sur les caracteres non principaux et non Q-exceptionnels. Lorsqu'un 
tel caractere est lui-meme de module q/d < Q, la Proposition 12 . 1 1 s'applique avec z = x/d et 
7 = rjd, T = Ti et e = b/ log QT et fournit 

^o{x/d,y;x,vd) < x"C(a, + \v\x) (y""' + (logx)^/^^-'^^/'"^^) 
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pour une certaine constante C3 > 0. La contribution a la somme (j2.24p des caracteres de 
modules r < Q est done 

< ^'(x,y)(logx)(l + \i]\x) + {logx)^/^x~^-'/^°^^^ ^ V^(gA)^" 

r<Q 

< ^{X, y)(l + \7]\x) + £-C2 ^ ^-C2/logQ^ 

quitte a reduire la valeur de C2 et augmenter la valeur de ci afin d'avoir a > 2/3 et pour 
absorber le facteur logx. La derniere inegalite fait usage de I'hypothese Q < T'[^ ainsi 
que u > (log log x)^. 

II reste a majorer la contribution des caracteres de module r avec Q < r < y^^. Soit x 
un tel caractere. Soit C3 la constante apparaissant en exposant dans la formule (j2.2Up . on 
pose C3 = 2/C2 et C4 = l/(10(c3 + l)c'^)- Quitte a diminuer la valeur de C2, on a r^^ < 
Lorsque L{s,x) ne s'annule pas pour it > 1 — C4 et |t| < r'^^, on a pour (logx)"^^ < y < x 
et d\q la maj oration 

^{x/d,y;x,'nd) <. ^{x,y){l + |?7|x)(x~''2''*/^ + (logx)r"^). 
La contribution de tons ces caracteres a la somme r2 .241 est done 

< *(x,y)(l + |7/|x)(x-'=2 + (logx)Q^y'^). 

Pour tout r > 2, notons Nr le nombre de caracteres de module r tel que la fonction L(s, x) 
s'annule au moins une fois pour o" > 1 — C4 et |t| < r^^. La majoration (j2.20p four- 
nit J2r<R^r ^ R^^^^. Pour un tel caractere, on a T{x)/f{r) <ti r~^/'^. La majoration 
triviale \^{x/d,y;X:Vd)\ < ^(a^jy) montre que la contribution de tons ces caracteres a la 
somme (|2.24p est 

ce qui fournit la conclusion souhaitee, puisque quitte a supposer C2 < 1 on a Q < x^^^°^'^ . 

□ 

Remarque. — II est possible de montrer que cette estimation est valable pour q < x^^, 
cf. [Harl2b| Lemma 2]. Cela n'a cependant pas d'utilite pour les applications que I'on 
envisage ici. 

2.5. Caracteres principaux par la methode du coL — On note pour tout s = a + iT 
avec o" > et tout entier q qui est y-friable 

E 44M"-'=^n(i-p'-')«'''')- 

Pour cj < 1, le facteur devant Ci^jU) 6st ^ 2'^^'^')q^~" /ip{q). On montre une premiere estima- 
tion de V{x, y; q, rj) par la methode du col. Par rapport a celle de la Proposition 12 .41 qui sera 
montree dans la section suivante, elle a I'avantage d'etre valide sous des conditions moins 
restrictives sur q et r], au detriment du terme d'erreur. 
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Proposition 2.3. — // existe des constantes ci et C2 positives telles que pour tout {x,y) 
avec (logx)*^^ < y < exp{(logx)/(loglogx)^}, tout entier q < x^^^ et tout r/ G R veri- 
fiant Irjlx < x^/^, on ait 
(2.25) 

V{x, y; q, rj) = Y[(l- p'"'^) Mvx, a)^{x, y) 

p\q 

f 2^(g)gi -"^(x, y) (log qf log(2 + \r]\xf \ 



(1 + |r/|x)" u 



Remarque. — En particulier, lorsque \r]\x < minjy^^/s^ gC2{logx)^/^(loglogx) ^^'^2^^ 



(2.26) « ^"'"^-'-l^(x.i>)(l°gl)^(l°g(2 + k|x))' 

y?(g)(l + |7?|x)° 



c/e /a Proposition \2.'J[ — Soit T un reel superieur a 4. Les Lemmes 12.41 (avec qi = 1) et 12.11 
fournissent 



y{x,y;q,r]) = — / C('S,g;y)x*^'o('?a;,'S)ds 

2?7r Ja-iT 

' (2^^i^q^-°'-^{x,y){l + \r]\x)\ogx\ogT' 



On note e := C3(logr) (log log T) ^/•^ pour un certain reel C3 > fixe plus petit que 
la constante C2 du Lemme |2.6[ et on choisit T = minjy'^^, e^'°s^)^''^^^°^'°^^^ ^''^^j. Alors les 
hypotheses du Lemme [2.61 sont satisfaites quitte a choisir ci assez grande et C2 assez petite. 
D'autre part, quitte a augmenter la valeur de ci et diminuer celle de C2, on suppose que a — 
> 1/2. On integre suivant le chemin uJ^;^Cj, ou 

1 . Ci est le segment [a — iT, a — e — iT] , 

2. C2 est le segment [a — e — iT, a — e — iy"'^^"^'^], 

3. C3 est le chemin reliant le point a — e — iy^~°'~^^ au point a — iy^~" en suivant la 
courbe r = y^~'^, 

4. C4 est le segment [a — iy^'^^^a + iy^~"], 

5. C5 est le chemin reliant le point a + iy^~" au point a — e + iy^~°''^^ en suivant la 
courbe r = —y^~'^, 

6. Cg est le segment [a — e + a — e + iT], 

7. C7 est le segment [a — e + iT, a + iT] . 



20 



SARY DRAPPEAU 















T - 












yl-a+e 








\! 





















a — 


e 




a 






1 


1 


















yl—a+e 






















-T ■ 








Ci 





Pour j G {1 ... 7} on note Ij la contribution du chemin Cj : 



I. 



J - Ijiv) ■= J~ f 95 y)^''^oivx, s)ds. 

^ITT JCj 



La contribution du segment Cj est, grace aux Lemmes 12.61 et \T. 



2i^{q)qi-<y ^^l + lr/lx, 2^(5)gi-a$(a;,y) (1 + |„|x)logx 

T ^(,) T ■ 

Sur le segment Cg on a |t| > y^~'^ . Le Lemme [2.61 est done encore applicable et on a 



2i^(g)gl-"+e^a 



C(a,y)(l + |r?|x)logr < 



2'^('?)gi-"^(x,y) (1 + |r/|x)logriog: 



Sur le segment C5, le traitement est analogue. On a 

2^(9) 



Pour tout K G [0,e], on a pour un certain 5 > 

^o{r]x,a- K + < y^-"+'"log(2 + |r?|x)/(l + |r?|x)"-'" 



ou la premiere inegalite est consequence du Lemme 12.61 et de |HT861 lemma 8] 
obtient 

2'^fa)gi'"x"C(a,y)(logx)(logyy(^-") r- ( y\{l + \ri\x) Y 
' ^iq){l + \r]\xrH{uY Jo [ x 



Ainsi on 



(1 + |77|x)"(/7(g)i?(n)'5/2 

ou I'on a utilise I'ineg alite (logx)(logy)y2(i-") < //(uj-^/^ qui decoule de nos hypotheses 
sur {x,y). 

Sur le segment C4, le traitement est identique a celui des segments C3, C4 et C5 dans la 
preuve de la proposition 3.5 de [ Dral2] . On reprend ici les etapes principales. La contribution 
des s verifiant 1/logy < |t| < est 

(/'(g) Ji/\ogy ip{q){l + \r]\x)'^H{uy/^ 
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ou Ton a utilise les Lemmes 12.31 et |HT861 lemma 8]. On pose Tq := u ^/^(logy) ^. La 
contribution a des s verifiant Tq < \t\ < 1/logy est 

2a;(g) i-aj /2 + |r7|x) /-VlogJ/ I'^^i^ q^'"'^ (x, y)\og(2 + \ri\x) 

< , I . / |C(a + zr)|x"dr < \ ^\ \n j 



ip{q){l + \r]\x)» Jto <fiq)il + \i]\x)"u 

ou Ton a utilise les calculs de la demontration du Lemma 11 de |HT86j pour evaluer I'in- 
tegrale. Lorsque |r| < Tq, et quitte a changer la valeur de ci afin d'avoir a > 1/2, on a 
pour s = a + IT I'estimation 

j^'e(At)(logt)V-Mt «, ^""^I^^^I^HT (k e {0,1,2}.) 

Cela se montre par en integrant par partie de fagon similaire aux calculs du Lemme 12.31 
Ainsi, 

•5?^"* T-r s-i\i. aq^~°' 



ip{q) V J ' ip{q) 

p\g p\q 



V + |r/|x)" 

ou le coefficient A depend au plus de x, y,q et r] et verifie 

^ 2'^(g)gi-" log g(log(2 + \r]\x)f 

Le reste des calculs sont identiques a ceux de |Dral2| proposition 3.5] : en reportant ce 
developpement dans I'integrale puis en developpant le terme complementaire x^C{s,y)/s de 
la meme fagon que dans |HT86| lemma 11], on obtient finalement 

' - ""'" ni^ -p"-')4„(,..a)*(.,j,) + O ( (log,f (log(2 + |,|x))3^l 



Pour j e {1, 2, 3} on a = Is-j{—ri) et on se ramene aux calculs precedents. L'estima- 
tion voulue suit en regroupant toutes les contributions puisque Ton a toujours e log x ^ log T. 

□ 

2.6. Caracteres principaux par la transformee de Laplace. — Une autre fagon 
d'evaluer V{x, y; q, rf) consiste a utiliser une estimation de De Bruijn [DB51| precisee par 
Saias |Sai89) et utilisee dans |dlBG12] . On rappelle la definition (jl.Sp . 

Proposition 2.4- — Pour tout e > fixe. Lorsque {x,y) G (H^) avec y < yjx, et q G ISi 
et ry G R avec g < 3^e et |r/| < ye/x, on a 

'2"(9)^(a;,y)\ 



V{x, y; q, r/) = V{x, y; q, rj) + 



Demonstration. — Cette proposition generalise des calculs faits dans |dlBG12l theo- 
reme 4.2]. La difference vient du fait que I'on calcule uniquement la contribution des 
caracteres principaux, pour lesquels on dispose de la region sans zero de C de Vinogradov- 
Korobov, plus etendue que la region de Siegel-Walfisz pour les fonctions L. Notons Q := xjy^. 
Les memes calculs que |dlBG12t lemme 3.2] montrent que 

k\q meS{x/k,y) 



Y^lMm f\(^tm^^t/k,y)}+0 
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ou Ton a utilise I'estimation (|2.5|) et le fait que ^ 3^2e sous notre hypothese sur (x, y). 
L'estimation p.4p fournit, en integrant par parties, 



Q 



e{tv)d{^{t/k,y)}- / e(tr?)d{A(tA,y)} 
eitr^)d{0{^{t/k,y)y;/^} 



, , ^'^(x/k,y) -^ix/k,y) 



Notant := J2k\ql^{'l/k)^/vi'l)-^{^/^iy)^ deduit 

V{x,y;q,v) = e{trj)dV,{t,y) + O, ( ^(g)^, ) " 
En utilisant (|1.6p . on reecrit cela sous la forme 



y; g, r?) = J] ^^^^ | f^' e(fctr?)A(t, y)dt + f^' e(fetr?)td(i^) | +0 f ^ 
En integrant par parties, on a d'une part 

fj^ 95(9) Je/t ^ t J v(q)y. 

et d'autre part, en utilisant /q e(f r7)df = E{t, t; rj) + 0(1), 

X 

Q/k^''~ " ^k' k' 'J 'XV'J Jq/k 



2e 



eiktr])X{t, y)dt = s(p pkv)x{j,y) - / E{t, t; kr])X'{t, y)dt + O (yn + ^{Q/k, y)) . 



Les hypotheses faites sur x et y assurent que ynj^o ^(a^i^) et ^ » y2e, le terme 
d'erreur est done 0{'if(x,y)/{ky2e))- On a de plus la majoration 

(2.28) A (t, y) <C -^-j [v <t < x). 

log y 

qui se deduit par differentiation de [dlBG12l formule (2.2)] en utilisant par exemple l'esti- 
mation [dlB99 . formule (30)]. Cela implique 

^^Z' ...^^^/.. ...T,..M, , 'i'{x/{kye),y) 



E{t, t; k7])X'{t, y)dt < "^{x/y./^, y) log x + 



en separant I'integrale en x/y^j^. Les hypotheses sur x et y impliquent alors que chacun de 
ces termes est <C ^'(x, y)/(A;3^2e)- On a enfin 

px/k 

E{x/k,x/k;krj)X{x/k,y) - / E{t,t; kr])X' {t,y)dt 



N , y ( {x/{ky)] {n/y} \ 
(2.29) = E e(fen,)A(n,y) + ^ ^ A^T^ 

n<a;/A; " y<n<x/k ^ ' ' 

= ^ e{knr])X{n,y) + 0{yu). 

n<x/k 
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De meme que precedemment, le terme d'erreur est 0{'i^{x,y)/{ky2e))- On obtient done 
V{x,y;q,7]) = ^ ^ e{knrj)X{n,y) + O [ 



V{x,y;q,'n) + O 



'2^(9)^'(x,y)^ 



fiQ)y2e J 

qui est I'estimation voulue, e pouvant etre pris arbitrairement petit. 



□ 



2.7. Caracteres exceptionnels. — Soit Q un entier superieur a 2. On se place dans le 
cas de I'existence du zero de Siegel. Soit q < Q avec u{q) = 1 et P{q) < y. On definit 

LW{s,q;y) := —— — L{s,Xr;y) 

Pour cr < 1, le facteur devant L{s,xi;y) est <C (g/gi)^"'^2'^(9/9i)^/v?(g). 

Proposition 2.5. — // existe des constantes ci et C2 positives telles que pour tout {x,y) 
avec (logx)^i < y < exp{(log3;)/(logloga;)^}, tout Q < y'^a/iogiogiogz^ ^^^^ caractere x 
de module q < Q, qui est Q-exceptionnel, et tout r/ € R verifiant \r]\x < x^^^, la quan- 
tite W{x, y; q, rj) soit un grand O de 

(2.30) ^"^"^''W^l^^^) ( ±\ ( , , ^ } ^ ^ + (1 + \r]\x)R{x, y, Q)] 

^ ' ip{q) \qiJ \{l + \r]\x)°'+l^-^x^-f^H{uy ^ \ i\ ) \ ^y^-^) j 

oil R{x,y,Q) = y-c2/iogiogiogx ^^-C2 ^ (iogx)3/2x-^2/i°g«. 

Remarque. — La contrainte sur Q n'est pas limitante dans les applications que Ton envi- 
sage. L'approche adoptee dans jSou08| Lemma 5.2], permet d'obtenir une majoration moins 
forte mais qui est valable lorsque Q est de I'ordre d'une petite puissance de y. Cela n'est pas 
etudie ici. 

Demonstration. — On pose T := min{y^2/^°s^°s^°s^, £} et e = cs/logQT, C2 etant choisie 
suffisamment petite pour que les hypotheses du Lemme 1X71 vis-a-vis de T et Q soient verifiees, 
et C3 etant choisie plus petite que la constante C2 du Lemme Lorsque /3 < 1 — log QT, 
la Proposition 12.11 s 'applique et on obtient, de la meme fagon qu'a la Proposition 12.21 

W{x,y;q,ri) = ( „ \ ^ ^o{x/r,y;Xr,rr]) 



<^(x,y)(l + |7?|x)(y-"2+£'=2 + (log2;)3/2x-^2/iogQ\ /"^"j " ^ (^) 



« TT^ - ^(x,y)(l + |?7|a;)i? 
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qui est de I'ordre de la majoration annoncee. On suppose maintenant 1 — /3 < \fc2l log QT . 
De meme qu'a la Proposition I2.3| par les Lemmes 12.41 et 12.11 on a 



y; 9, ??) 



1 



2i7r Ja-iT 



LVF(s, q\ y)x'^^o{r]x, s)ds 



+ 



\ iT.r ^logxlog^ 

qi. 



rpa/2 



On deforme le contour pour suivre le chemin uJ^^^C-, ou 

1. C'l est le segment [a — iT, a + j3 — 1 — e — zT], 

2. C2 est le segment [a + P - I - e - iT,a + ji - I - e - 

3. C3 est le chemin reliant le point a + — 1 — e — au point a + /? — 1 — iy^~'^ 
suivant la courbe r = y^~'' , 

4. C4 est le segment [a + /3 - 1 - iy^"", a + /3 - 1 + iy^~% 

5. C5 est le chemin reliant le point a + /? — 1 + iy^~°' au point a + /3 — 1 — e + iy^~°'^^ 
suivant la courbe r = —y^~"^ 

6. Cg est le segment [a + /3-l-e + zy^""+^, a + /3-l-e + ir], 

7. C7 est le segment [a + /3 — 1 — e + zT, a + zT] . 

Pour j G {1 ... 7}, on note Ij la contribution du chemin Cj : 

I'j=l'j{v) I LW{s,q-y)x'^^o{rix,s)As. 

■' ■' zzvr Jc'. 




De la meme fagon que dans la demonstration de la Proposition 12.31 on a 

2"(g/'?i)^/^ f q\^~<^ C{a,y)x^''-''y'^x''{l + \i]\x] 



/7< 



91 

91 



Q+/3-i-e '^{q) \q^ J T 

2^{9/<?i)^ / g y-" '^{x,y){l + |r/|x)logx 
¥5(9) V9i. 



da 
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Sur le segment CL, on a encore |t| > d'ou par le Lemme \T. 



^6 ^ / ~ 1 — I 



2'^{9/'?i)^ / ^'(x,y)(l + |77|x)logxlogr 



quitte a supposer C2 petite, afin d'avoir q/qi < x^l'^. 

Sur le chemin Cg, les Lemme [2.61 et 12.71 permettent d'ecrire pour un certain (5 > 0, 

|L(cT + iT,xi;y)| « |L(a + /3-l+ir,xi;2/)|x("+^-^-'^)/2 
En remarquant que elogg ^ 1, on obtient 



'/'(g) Vgi/ (1 + |r?|a;)"+/3-ixi-/3/7(M)'5/2 

ou Ton a utilise I'hypothese logy < (log j;)/(loglogx)^ sous la forme (log x)//(u)^^ <^r] 1 
pour tout r/ > 0. 

Sur C4 les calculs sont similaires : par le Lemme [2.71 on a 

io ^(g) V'Zl/ (1 + |7?|x)°+/3-l 

2^(9/<3i)v^ / g \ 1"" ^'(x,y) 

^(^) VgT/ (1 + |7?|x)°+/3-lxl-/3i7(M)5/2 

ce qui est de I'ordre de grandeur souhaite. 

Pour j G {1, 2, 3}, le caractere xi etant reel, la meme remarque qu'a la demonstration de 
la Proposition 12.31 est valable : on a i'jij]) = ^8-j(~^) majorations qui concernent /g_j 

s'appliquent. 

En regroupant les difFerentes contributions et en observant que 

1 1 log X log T ^ 
+ - + — — < R 



quitte a reduire la valeur de C2, on obtient la majoration annoncee. 

□ 

2.8. Demonstration du Theoreme 11.21 — On pose Q = , en observant 

que log x/ log Q ^ log£ lorsque C2 < 1. Quitte a supposer ci suffisamment grande 
et C2 suffisamment petite, x, y et Q verifient les hypotheses des Propositions 12. 2t 12. 3t et 12.51 
Le terme d'erreur provenant de I'estimation (I2.23|) est 

< {l + \7j\x)^{x,y) (y-c3/iogiogiogx^^-c3^ ^ ^{x,y)T2^^ 
pour une certaine constante C3. Le terme d'erreur provenant de I'estimation (|2.25p est 

2'^ii)q^-'^^(x, y) ( (log qf{\og{2 + \r]\x)f 
ip{q) \ (l + |7?|x)°u 

2^(g)gi-"^(x,y) (logg)^(log(2 + ^(x,y) 
^(g)(l + |r/|x)<^ u 

Enfin, la quantite R intervenant dans (|2.3(J|) est <^ 72~'^^- Ceci implique I'estimation 

Si on suppose de plus que (x, y) G (H^), q et \r]\x < ye/q pour un certain e > 0, alors 
en evaluant V{x,y; q,r]) par la Proposition 12 .41 plutot que l2.3| on obtient I'estimation (|l.f3p . 



2^Wgi-"^(x,y) / (logg)^(log(2 + |r?|x))^ / 3 e3(log.)3/5(loglogx)-V5 
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3. En norme 

On s'interesse ici a I'obtention d'une majoration pour le deuxieme moment de V{x, y; q, rf) 
et y; r/). Lorsque 2 < y < x, on a 

"1 

\E{x,y-^)\'^(ld = ^{x,y). 



Le lemme qui suit est une majoration de meme ordre de grandeur pour les normes LP' sur 
les arcs majeurs de V{x,y] q,r]) et W{x,y;q,r]), qui sont les termes principaux apparaissant 
dans I'estimation (|2.23|) . 

Proposition 3.1. — Lorsque 2<y<x,Q>2etR<x, on a 

y^ifiq) / \V{x,y;q,r])\^dri<^R^-''(logxf^{x,y) 
J-i/(oQ) 



q<R 



-1/(<?Q) 

On note que qi/^p{qi) <C log log (71. 
Demonstration. — Soit q avec iy{q) = 1. On note pour simplifier ri := q/qi. On a 

W[x,y;q,r]) = ——}^ r-. — 2^ e f3 ] Xr[m) 

r(xi) /^(^) Xi(^)xiiM 

r'\rim£S{x/r',y) ^ \~> 

'^^^l^ ne5(x,s,)r'|(ri,n) '^^r') 

Notons temporairement Wr'{n) := iJ,{ri/r')xi{ri/r')xri/r'{^/'''')/^i'''i/^')- La presence du 
terme en Xn/r' annule Wr'{n) sauf si (n/r' ,q/r') = 1 soit r' = {q,n). En particulier, 
lorsque r' < (ri,n) on a Wr'{n) = et on obtient 

W{x,y;q,rj) = ^^^^ J2 e(n77)u;(,, „)(n). 

On a done 

'■1/(<?Q) 



I-=2^viQ) \W{x,y;q,r])\ dr] 

fr'o ^-i/(gQ) 



q<R 



. n / • 2iT(m—n) \ X 

T-viJ-/ \nG5(a::,y) n,m€S{x,y) ^ ' / 

Onasm{2iT{m—n)/{qQ))/{TT{m—n)) <^ l/((7(5+|m—n|). La majoration ^^'(^t.) ^ l/ip{ri/r') 
fournit done 

^«:77^E'^(9) E /I \ E /I, \ + E ^ 



'^(^1)^ g<i? ne5(x,y) ^ (^flliy) V n<m<n+gQ ^ (t^) n+qQ<m<x {m - n)ip [j^] 

qi\q 

Le premier terme dans la parenthese interieure est 

<J-y y -J—<iM, 
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Le second terme est 

<y^^ ^ <'S^ ^ ^ dt (I 

~ n ^(ri/d) m'd-n ~ ^ ip(ri/d) Jn+RQ^itd-n 

d\ri ' ' ll±39.<ra'<- '^kl ' ' d ' 

d — d 

En utilisant (|2.5p . on obtient done, en utilisant ^{x/d,y) ^ rl~""^{x,y)/d {d < ri), 

/ «(iogx)^E^^^^E E Vt:^ 



On a < gi99(ri), la somme en ri est done ^ -R^^"gi(log i?)^ ^ i?^~°g'i(loga;)^, et 

on obtient 

On remarque que Ton n'a fait aueune hypothese speeifique a Xr et gi pour mener ee ealeul. 
Le eas qi = 1, Xr etant alors le earaetere principal de module r, mene a la majoration 

J2^{q) / |F(x,y;g,7?)|2d77«i?i-"(logx)5^(x,y) 

□ 



4. Application a un theoreme de Daboussi 

du Theoreme \l.iA — On suit la demonstration de [dlBTOSa] theoreme 1.5]. Le lecteur peut 
s'y referer pour les details. On ne reprend iei que les etapes intermediaires. Soit c la constante 
donnee par le Theoreme 1 1.1 l et Y : [2, oo[— >■ R une fonetion eroissante telle que pour tout x > 
2, on ait {x,Y{x)) € Pc- Soit ?? un irrationnel et / : N — )■ C une fonetion multiplieative, on 
suppose 

E \f{n)\'' <Kf^{x,y) {Y{x)<y<x) 

pour un certain reel Kj > dependant au plus de /. On suppose Y{x) < y < x; en 
particulier a > 3/4 pour x et y assez grands. On note Ef{x,y;'d) := J2nes(x,y) fi^)^(.''^^)- 
Les calculs faits dans [dlBTOSa, formule (8.7)], qui decoulent d'une forme duale de I'inegalite 
de Turan-Kubilius [dlBT05a, theoreme 1.2], montrent que pour tout z > 2, 

Ef{x,y;^) = j^ E E f{p)f{m)e{mp^) + o(^^^j^^] 

^ ' p<z meS(x/p,y) \ V V^J / 

I/(P)I<2 

ou Ton a note 

w pa ^ 

I/(P)I<2 l/{p)l<2 

On a egalement, d'apres [Dab 75 1 lemma 1], pour un certain reel zq = zq^J) > 2 et tout z > 

L{z)-> V ->loglogz 
^ P 

p<z ^ 
I/{P)I<2 
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grace a I'hypothese faite sur /. Toujours d'apres les calculs faits dans [dlBTOSa] . par une 
inegalite de Cauchy-Schwarz, on a 

Y f{p)f{m)e{mpT;}) 

p<z meS(x/p,y) 
I/(P)I<2 

(4.1) / xl/2 

<C ^Kf^{x,y)i J2 '^{x/p,y)+ \E{x/p,y;{p-q)i^)\\ . 

\ p<z P<'}i^z / 

I/(P)I<2 I/(P)M/(9)I<2 

Le Theoreme 11.11 dans le cas y < exp{(logx)/(loglogx)''}, et par exemple [dlBTOSa, theo- 
reme 1.5] dans le cas contraire impliquent que chaque terme de la seconde somme du membre 
de droite est o^^p^q{^{x/p,y)) lorsque x et y tendent vers Tinfini en verifiant Y{x) < y < x. 
Le nombre de termes est borne par une fonction de z, par I'estimation (|2.5p . le membre de 
gauche de (|4.ip est done ^ y^Kf^{x,y){\/ L{z) + 0^^2(1)) pour tout z > zq fixe, ainsi 

Ef(x,y;'d) 1 
nmsup rr:^^ r ^ 



x,y^oo y/Kj^{x,y) \/L{z) 

Y{x)<y<x 

et le resultat voulu suit en faisant tendre z vers I'infini. □ 



5. Application aux sommes friables d'entiers friables 

On rappelle que N{x,y) a ete defini en p.lSp . 

du Theoreme \ 1-41 — On a pour tons x et y avec 2 < y < x, 

N{x,y)=[ E{x,y;^fE{x,y;-'d)d'd. 



Soit c > et {x,y) G Vc- Lorsque y > exp{(logx)/(loglogx)'^}, le resultat de La Breteche et 
Granville |dlBG12l theoreme 1.1] est valable, on suppose done y < exp{(logx)/(loglogx)^}. 
On note Q := \x/jC'^'^~\, R := f/^'^^], et on suppose c suffisamment grande et C2 suffisamment 
petite pour que les hypotheses des Propositions 12 . 2t 12 . 31 et [231 soient verifiees pour x, y et R 
(dans le role de Q). Lorsque 'd verifie q{'d,Q) > i?, on a d'apres le Lemme \A\ 



E{x,y;'d) <. xC ''■^ •^{x,y)C 



pour une certaine constante C3 > 0, quitte a supposer c > 2/C3. La contribution des i? 
verifiant q{'d, Q) > R est done 

\E{x,y;^)\^M= « 



quitte a supposer c > 4/C3. Lorsque q = q{'&,Q) < R, on ecrit -d = a/ q + rj avec |??| < l/{qQ). 
On remarque que q{—'d,Q) = q{i9,Q). La Proposition 12.11 assure I'existence de C4 > telle 
que 

E{x, y- ^) = V{x, y; q, 7?) + u{q)xi{a)W{x, y; q, r,) + 0{^{x, y)C'^^). 
Grace a la Proposition 13.11 on a 



^(x,y) ^ f^/i^Q) 2 

> > / \V{x,y]q,ri) + v{q)xi{a)W{x,y]q,ri)\ drj 

±^r, ~^ J-iHaQ) 

'(a,g)=l 



^{x,yf 



O [{\og\ogxY{\ogxY^{x,yY C-^^] = O 



f.£C4/2 
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quitte a supposer c > 2/C4. En notant que Ton a = 1 lorsque {a,q) = 1, et 

que J2{a,q)=i Xii^^) = Oi on obtient pour un certain reel C5 > 

N{x, y) = NV{x, y) + NW{x, y) + O ' ' 



avec 



NV{x,y) := ^ (p{q) / F(x,y;g,77) V{x,y;q, -r])dr] 



iVH^(x,y) := 2^ / [2V{x,y;q,r])\W{x,y;q,r])\ + V{x,y; q, -r])W{x,y; q,rj) jdr]. 



En appliquant les estimations (j2.26p et (|2.3U|) et en remarquant que (1 + |r/|x)^~" = 0(1) 
et = 0(1), on obtient apres integration par rapport a 77 et sommation sur g, pour un 

certain cg > 0, 

(^^^ AnAr( , ^^^^-^^{x,yf ( 1 , M ^{x,y)\o^u 

(5.1) NW{x,y)<. — XX o M + 7^ 



gix \li{u)^x'^ £"^6 y xlogy 

On fixe un reel e > tel que l/3^2e ^ (log n)/ logy. Grace a la maj oration (|2.26p . on 
obtient 

NV{x,y)= 2^ ^p{q) V{x,y;q,7]) V{x,y;q, -r])dr] 



q<ye 



<i) {log qf^^{x,yf r^liiQ) (log(2 + |r/|x))M??' 



^1 y S'^^^>{\ogqY^{x,yY r 



ip{qY Jo (1 + |r/|x' 



|3 



8^(9) (log g)2^(x,y)3 /-^ (log(2 + |??|2;))3dr/' 



^ S'^^'i' [log qr^{x,yr r 



V(9)^ (l + |r?|x)3 J 

Les termes d'erreur sont <C ^'(x, y)^/(x3^2e)- La Proposition 12.41 fournit alors, pour q < ye 
et \r]\x < y^/iqx), 

~ ~ ( S^^'^^'^ix v)^ \ 

V{x,y;q,rifV{x,y;q,-T])=V{x,y;q,r]fV{x,y;q,-r])+0' 



^ip{qr{l + \7l\xry2sj' 
on obtient done 

'^{x,yf\ 



rye/iqx) ^ /, 
NV{x,y) = > ip{q) / V{x,y;q,r]) V{x,y;q, -r])dr] + O - 



On fait maintenant appel aux estimations suivantes, qui sont respectivement la for- 
mule (4.22) et le lemme 5.1 de |dlBG12] . 

Lemme 5.1. — Soit e > 0. Lorsque {x,y) £ (He), on a 

...x ,7. y|^^~"^u(logu)2"(g)vI/(x,y) 

(5.2) V{x,y;q,ri) r^n (« < 7^ 0), 



(5.3) k\n 



Jl^lT^y) f e{{n' - n)r])dr] 



\{n'/k,y) ( i^.n ( fcy/ (log y) > ^ ' ^ tvt ^ ^; 



A; ^ Vmiii{|x — n'\ + 1, \n' — /c| + 1, n'} 
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Demonstration. — D'apres les calculs de la Proposition 12.41 et en particulier I'estima- 
tion (j2.29|) . on a pour tout diviseur k de q, 



e{nkr,)X{n, y) = E{x/k, x/k; kr,)X{x/k, y) - T E{t, t; kr])X'(.t, y)dt + O f 
3^^"2"ulogu^'(x,y) 



k\r]\x 



En reportant cette majoration dans (|1.14|) . on obtient I'estimation ()5.2p . 

En ce qui concerne I'estimation (|5.3p . on pent suivre la meme preuve que celle de |dlBG12| 
lemme 5.1], en remarquant que les seules estimations utilisees sont X{t,y) <C 1 (t,y > 2) 
ainsi que ()2.28p . toutes deux valables sous nos hypotheses. □ 



L'estimation (|5.2p fournit 

r.l/(2fc3) 



NV{x,y) = ip{q) / V{x,y;q,r]) V{x,y; q, -r])dr] 



Sous nos hypotheses sur x et y, on a n = 3^°^^^ et a = 1 + o(l) lorsque x et y tendent vers 
I'infini, le terme d'erreur est done 0(^'(x, y)^/ (a;3^2e))- En developpant le terme V{x, y\ q, —rj), 
on ecrit 

(5.4) Nv{x, y)=J2 ^^(^' 9) + ^(^' y) + o (^^^] 

ou Ton a pose, de meme que dans [dlBG12j, 

ki\q ni+n2<x 

et la majoration (|5.3p fournit 



iogy^^^^((?)%^,^,^l^ Vfci; \k2j \kj 



m<a; 



^1 ' / V^2' / I Ix - ni - n2| + 1 |ni + n2 - /csl + 1 + n2 



En majorant trivialement X{ni/ki,y) par 0(1), puis la somme sur (^1,71,2) par 0(a;loga;), on 
obtient 

(5.5) R{x, y) « xyuyl « ^^1^1^. 

Lorsque < n < x, on a X{n/k,y) <C {kx/n)^^°' p{u). Par ailleurs, 

2^ /-x /-x 2;3cf— 1 



V (nin2(ni + 7^2))"-^ < T f (tMh + t2))°"Mt2dti « 



gy<n.<x ■'^I'^^sJo JO A;iA:2 
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En utilisant qyx <^ ^{x,y)'^/x, on obtient nv{x,y;q) <C S'^^'^g^^-^ "^^{x,y)^ /{<p{q)'^x). La 
serie de terme general nv{x, y; q) est done convergente et on a 



NV{x, y) = nv(x, y;q) + 



xy2e J 

En utilisant la notation de |dlBG12l lemme 5.5], on ecrit 

(5.6) ^nv(x,y;g)= ^ g{h,k2,h)S{ki,k2,k3) 

ou Ton a pose 

(5.7, SiMMM^- E 

(ni,n2)eN^ 

I 

et OU g{ki,k2,k3) verifie 

ip g{h,k2,k3) ^ ^ |g(fci,fe2,fc3)l(feife2fe3)^^^ 

(fei,fc2,A:3)eN3 ^ ^ (fci,fc2,fc3)eN3 ^ ^ 

D'apres ce qui precede, on a S{ki, k2, k^) <^ (kik2k^)^~'^"i!{x,yY /{kik2x). II en decoule 
que dans la somme du membre de droite de (|5.6p . la contribution des triplets {ki,k2,k^) 
avec kik2ks > (logy)^ est 0(^(x, y)^/(x log y)). Etant donne un triplet {ki,k2,k^) veri- 
fiant kik2k^ < (logy)^, dans le membre de droite de (|5.7p : 

— la contribution des (ni,n2) verifiant rii < kiy ou n2 < k2y est 0((log y)^yx), ce qui est 
largement 0(^'(x,y)^/(xlogy)), 

— la contribution des (rai,n2) verifiant k2y < f^2 ^ ^22;/(logy)^ et ni > kiy est 

(fcifc2fc3)^-°^(x,y)3 ^ ^ ^ ^ 

^ ^3^^ (nin2(ni +n2)) 

fcij/<ni<2: 
k2y<n2<k2x/ (log j;)'^ 

(fclfc2fc3)^-"^(x,y)3 ^'(X,y)3 



/ci/c2x(log y)2" kik2xlogy 

puisque a = 1 + o(l) lorsque x et y tendent vers I'infini, 

— la contribution des (rii,n2) verifiant kiy < ni < kix/{logy)^ et n2 > k2y se majore de 
fagon identique, 

— lorsque n/k > x/(logy)^, on a 



^k J V logy / I Vlogy/J I V logy 

La contribution des (ni,n2) verifiant rij/A^j > x/(logy)^ vaut done 

^(a;,y)^ Lj^Q f (logn) log(fcifc2fc; 
2x I V logy 

ou r on ci utilise \^ iii3,joration '^^2ix/{\Q^y)^<.m<.x/k 

log(x/m) ^ x(logA;)/A;. 

En regroupant les resultats, on obtient 

( ^ Mx^yf( (\ogu 
i;nv(.,,;„ = ^_|l + 0(^— 

et I'estimation p.lZp en decoule en reportant cela avec ()5.5p dans (|5.4p . 



□ 
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